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APPENDICE. 


Sur la Methode des moindres quarres. 

Dans la plupart des questions on il s’agit de tirer des mesnres 
donnees par Fobservation , les resultats les plus exacts qu’elles 
peuvent offrir, on est presque toujours conduit a un systeme 
d’equations de la forme 

E = a 4- bx + cy + fz + &c. 

dans lesquelles a , b , c , f , &c. sont des coefficiens connus , 
qui varKCUt d’une equation a l’autre , et. x f y 9 z , &c. sont des 
inconnues qu’il faut determiner 4 >ar la condition que la valeur 
de E se reduise, pour chaque equation, a nne quantile ou nulle 
ou tres-pelite. 

Si Foil a aulant d’equations que d’inconnues x , y, z 3 &c. , 
il n’y a aucune difficult^ pour la determination de ces incon- 
nues, et on peut rendre les erreurs E absoluinent nulles. Mais 
le plus souvent, }e noinbre des equations est superieur a 
celui des inconnues, et il est impossible d’aneantir toules les 
erreurs. 

Dans cette circonstance , qui est celle de la plupart des pro- 
blemes physiques et astronomiques , ou Fon cherche a deter- 
miner quelques elemens importans, il entre necessairement de 
l’arbitraire dans la distribution des erreurs , et on ne doit pas 
s’attendreque toutes les hypotheses conduiront exactement aux 
inemes resultats ; mais il faut sur- tout faire en sorle que les 
erreurs extremes , sans avoir egard a leurs signes, soient ren- 
fermees dans les limites les plus etroiles qu’il est possible. 

De tous les principes qu’on peut proposer pour cet objet , 
je pense qu’il n’en est pas de plus general , de plus exact , ni 
d’une application plus facile que celui dont nous avons fait 
usage dans les recherches prece dentes , ct qui consiste a rendre 
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minimum la somme des quarres des erreurs. Par ce moyen , il 
s’etablit entre les erreurs une sorte d’equilibre qui empecbant 
les extremes de prevaloir , est tres-propre a faire connoitie 
l’etat du systeme le plus proche de la verite. 

La somme des quarres des erreurs E 2 4- E' 3 4- E^-f- &c. etant 

{a 4- bx -J- cy f z 4- &c.)* 

+ ( a -f V x + cy + f z -f &c.) 3 
+ (a"+ b°x 4 - c"y +f"z 4 - &c.) a 
+ &c. j 

si Ton cherche son minimum , en faisant yarier x seule , on 
aura l’equation 

o — fab 4- xfb*-\-yfbc 4- zfbf + &c. , 

dans laquelle par f ab on entend la somme des produits sem 
blables ab 4- ab' j- a"b n 4- &c. 5 par fb % la somme des quarres 
des coefficiens de x, savoir Z> 3 4- £'*4- b //a + &c. , ainsi de suite. 

Le minimum 3 par rapport ay, donnera semblablement 

o —fac 4- xfb c +yfc* + zffc + &c. , 
et le minimum par rapport a z , 

0 =f a f+ x fbf + yfcf + zff* + &c., 
oul’on yoit que les memes coefficiens fbc^fbf, &c. sontcom- 
muns a deux equations, ce qui contribue a faciliter le calcul. 

En general , pour former V equation du minimum par rap- 
port d Vune des inconnues , il faut multiplier tous les termes 
de chaque equationproposee par le coefficient de V inconnue dans 
cette equation } pris aveeson signe > et faire une somme de tous 
ces produits. 

On obtiendra de cette maniere autant d’equations du mini^ 
mum y qu’il y a d’inconnues , et il faudra resoudre ces equa- 
tions par les methodes ordinaires. Mais on aura soin d’abreger 
tous les calculs , taint d^s multiplications que de la resolution, 
cn n’admettant dans chaque operation que le nombre de chi fires 
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en tiers ou deciinaux que peut exiger le degre d’approximation 
dont la question est susceptible. 

Si par an hasard singulier, il etoit possible de satisfaire a 
toutes les equations en rendant toates Jes erreurs nulles, on 
obtiendroit egalemenl ce resultat par les equations da mini- 
mum ; car si apres avoir trouve les valeurs de x , y, z , Sec. 
qui rendent nulles E, E', &c. , on fait varier x , &c. de 

Px , <f y , £z , &c., il est evident que E a qui etoit zero deviendra 
par cette variation- ( afx 4- b S'y 4 * c £z , &c.)\ Il en sera de 
meme de E' 3 , E"% &c. D ? ou Ton voit que la somme des quarres 
des erreurs aura pour variation une quantite du second ordre 
par rapport a fx, , &c. ; ce qui s’accorde avec la nature du 
minimum . 

Si apres avoir determine toutes les inconnues x,y, z, &c., 
on substitue leurs valeurs dans les equations proposees , on 
connoitra les diverses erreurs E , E' , E", &c. auxquelles ce 
systeme donne lieu , et qui ne peuvent etre r^duites sans aug- 
menter la somme de leurs quarres. Si parmi ces erreurs il s’en 
trouve que Ton juge trap grandes pour etre admises, alors on 
rejettera les equations qui ont produit ces erreurs , comme 
venant d ? exp£riences trop defectueuses , et on determinera les 
inconnues par le moyen des Equations restantes, qui alors don- 
neront des erreurs beaucoup moindres. Et il est a observer qtl’on 
ne sera pas oblige alors de recommencer tous les calculs ; car 
comme les Equations du minimum se forment par Faddition des 
produits faits dans chacune des equations proposees, il suffira 
d’ecarter de Faddition les produits donnas par les equations qui 
auront conduit a des erreurs trop considerables. 

La regie par laquelle on prend le milieu entre les resultats 
de differentes observations , n’est qu’une consequence tres— 
simple de noire methode generate > que nous appellerons 
Methode des moindres quarres. 

En effet, si l’experience a donne diverses valeurs a', a", a'", &c. 
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pour une certaine quantity x , ]a somme dies quarres des erreurs 
sera {o' — xf 4- {a — xf 4- {a" — x ) 4 4- &c. , et en egalant 
cette somme a un minimum , ona 

o = (a — x) + (a" — x ) 4- ( a "’ — x) + &c. ; 

a 4 - u" 4 - d" 4 - &.c. , , , •, 

n etant le nombre des 


n 


d’ou rdsulie x 
observations. 

Pareillement, si pour determiner la position d’un point dans 
1’espace , on a trouve , par une premiere experience les coor- 
donnees a , b\ c ; par une seconde , les coordonnees a ", b‘\ c \ &c. 
ainsi de suite; soient x z y les veritables coordonnees de ce 
point : alors l’erreur de la premiere experience sera la distance 
du point (a , b' , c ) au point (x y y , z); le quarre de cette 
distance est 

O' — *)*+ (£'— yY 4- (c'— z)*; 

et la somme des quarres semblables etant egalee a un minimum , 

fa fb • fc 

on en tire trois equations qui donnent x = — , yx= — , z=z - — , 

n n n 

n 6tant le nombre des points donnas par Fexp6rience. Ces for- 
mules sont les memes par lesquelles on trouveroit le centre 
de gravity commun de-plusieurs masses egales , situees dans les 
points donnes ; d’ou l’on voit que le centre de gravite d’un 
corps quelconque jouit de cette propriety generale. 

Si on divise la masse d’un corps en molecules egales et assez 
petites pour etre considerees comme des points > la somme des 
quarres des distances des’ molecules au centre de gravite sera 
un minimum. 

On voit done que la methode des moindres quarres fait 
connoitre , en quelque sorte , le centre autour duquel viennent 
se ranger tous les r^sultats fournis par 1’experience , de maniere 
a s’en ^carter le moins qu’il est possible. L’application que nous 
allons faire de cette m6thode a la itiesure de la meridienne * 
achevera de mettre dans tout son jour sa simplicity et sa 
fecondity. 
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Nous avons done quatre arcs dont les mesures etant substi- 
tutes successivement dans Fequation (a) , fourniront quatre 
equations entre <* et C. Mais comme ces quatre equations ne 
peuvent pas etre satisfaites toutes a-la-fois , nous supposerons 
qu’elles ont lieu , en attribuant une certaine erreur a la latitude 
de chaque lieu , et nous appellerons E', E", &c. les corrections 
additives aux latitudes de Dunkerque , du Pantheon , &c. Ces 
erreurs n’entrent que dans le premier membre de chaque equa- 
tion : elles sont trop petites pour affecter le terine nmltiplie 
par a dans le second membre. Voici done les equations qui 
resultent des quatre arcs mesures dans Foperation de la meri- 
dieilne , 

E' — E" = ' 0.002923 + ^(2.192) — <*(o. 563 ) 

E" — E"' = o.oo 3 ioo + £(2.672) — a (o. 35 i ) 

E'" — E IV = — 0.001096 + £(2.9 62) + a (0.047) 

E IT — E y = — 0.001808 + C ( 1 . 85 i) + a (0.263 ) 

Comme il importe de considerer les erreurs separement , on 
regardera comme une nouvelle inconnue Ferreur E'% par 
exemple , et on aura les cinq equations : 

E' = E'" + 0.006023 + € ( 4 - 864 ) — a (o.qi. 4 ) 

E" = E°' + o.oo 3 ioo 4- £ (2.672) — a (o. 35 i) 

E'" = E"' (*) 

E IV = E"' + 0.001 096 — £ ( 2 . 962 ) — <*(0.047) 

E v = E'" + 0^002904 — £( 4 . 8 i 3 ) — a (o. 3 io) 

II faut maintenant faire en sorte que la somme des quarres de 
ces cinq erreurs soit un minimum, et d’abord cette condition 
exprimee par rapport a l’inconnue E"' dont tous les coefficiens 
sont 1 , donne par Faddition de toutes ces equations : 

o = bE" r + o.oi 3 i 23 — £(o. 23 g) — <*( 1 .622) 
done E"'= — o . 002625 + £ ( o . o 48 ) 4 - <* ( o. 324 ). 

Substituant cette valeur dans les cinq equations (^),on aura 
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E' = 0.0033^8 -1-^(4.912) et (0.O90) 

■E" ■ = 0.000476 4- £ (2 .720) — *(0.027) 

E"== — 0.002626 + € (0.048) -1- * ( o .324 ) (c) 

E ,v — — 0.001629 — £( 2 .gi 4 ) 4- eC (0.277) 

E 7 = 0.000279 — ^( 4 . 766) 4- * (o. oi 4 ) 

Pour exprimer ensuite la condition du minimum par rapport 
a C , il faut multiplier la premiere equation par 4,912 coeffi- 
cient de la seconde , par 2.720 ; la troisieme , par o.o 48 ; 
la quatrieme, par — 2.914; la cinquieme , par — 4.765, et 
£galer a z 6 ro la somrae de tous les produits. On operera sem- 
blablement par rapport a *, et on aura les deux equations j 


0= 0.0209834-^(62.726) — *( 3 . 83 o) 

o = — 0.003287 — £( 3 . 83 o) 4- * (o. 53 i ) 

d’ou l’on tire * = 0.00675, et € ~ 0.0000778 , done 


l’aplatissement * = 
et le 45 * me degre D = 


i 48 
285 oo 
i 4 - ^ 


= 28497.78. 


L’aplatissement d6ter min£ par la longueur du pendule et par 
quelques phenomenes astronomiques , n’est que de ~- Q , et le 
45 * me degr6 tel qu’on l’a deduit de la comparaison des mesures 
faites en France avec les mesures faitesau Perou, estde 28604.10. 
C’est sur ce dernier r^sultat qu’est fondee la*detormination defi- 
nitive du metre ; il devroit etre diminue d’environ un 45oo*“ c , 
si on s’en tenoit aux seules mesures ex^cutees en France ; mais 
l’aplatissement ~- s trop peu d’accord avec celui que Ton con- 
noit par d’autres phenomenes , lie permet pas d’adopter ce 
dernier parti. 

Les valeurs trouvees pour * et C, determined l’ellipse qui 
satisfait aussi exactement qu’il est possible aux mesures de Fare 
du meridien compris entre Dunkerque et Barcelonne. Cette 
ellipse est beaucoup plus aplatie que celle qui convient a la 


* 
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figure generale du globe; elie suppose dans les latitudes obser- 
ves des erreurs que 1’on determinera en substituant les valeurs 
trouvees pour * et £, dans les expressions de E', E", &c. : on 
trouvera , en reduisant ces erreurs en secondes , 

E'= — o" 7 3, E" = i " 83 , E w = — i " 55 , E IV =o %2, E v =o"o 3 . 

La plus grande de toutes ne monte pas a a", et la mpyenne, 
sans egard aux signes , n’est que de 0^91 . 

Si au lieu de chercher les deux quantity a et C-qui eon- 
viennent au minimum absolu , on commence par faire la quan- 
tity a egale a Paplatissement connu —3- , les equations (c) 
deviendront 

E' = 0.001 554 + £ ( 4 • 9 1 “2 ) 

E" = o.ooo 3 gi +£( 2.720) 

E"' = — 0.001612 + £(o.o 48 ) 

E ,v = — o.ooo 663 — C ( *2.914) 

E v = o.ooo 3 a 3 — £(4.765) 

et on aura pour l’equation du minimum , 0=0.0090 1 o + £ (62 .7 26), 
d’oii resulte £ = — o. 0001 436 ; done 

le 45 * me degV = 28600 (1 — >£) = 285o4* 09 j 

ce qui s’accorde suffisamment avec la determination adoptee ; 
mais alors les erreurs E', E% &c. exprimees en secondes, 
deviennent 

E'= 3 "o 6 , E* = o"oo , E w =- 5 " 83 , E"= — o"88, E v =3"62. 

Ces erreurs sont plus fortes qu’elles n’etoient dans le cas du 
minimum absolu ;la plus grande tombesur la latitude d’Evaux, 
et la moindre , qui est meme entierement nulle , sur celle du 
Pantheon. 

Au reste, les anomalies dans les latitudes, qui sans aucun 
doute ne doivent point etre attributes aux observations , tien- 
nent vraisemblablement a des attractions locales qui agissent 
irregulierement sur le fil a plomb. II suffit, pour cela, d’un defaut 
d’homogeneite dans les couches qui avoisinent le point 011 Ton 
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observe la latitude ; et la meme cause qui rapproche le zenith 
apparent du midi ou du nord , peut aussi le detourner de quel- 
ques secondes yers Test ou vers 1’ouest ; ce qui explique les 
inegalites qu’on a aussi observees dans les azimuths. 

II resulte de l’existence bien constatee de ces anomalies , que 
la longueur des arcs du meridien est moins propre que celle du 
pendule , a la determination d’une mesure universelle ; et il 
n’est pas etonnant que des observateurs, d’ailleurs tres-exacts , 
me se soient pas accordes dans les mesures qu’ils ont prises des 
degres du meridien, puisqu’a raison des attractions locales , les 
latitudes de deux lieux egalement eloign6s de l’equateur ,pour- 
roient differer entre elles de plusieurs secondes. 


Paris , le 1 5 ventdse an i3. 

6 mars i8o5. 
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